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Paper is devoted to extremal problems in geometric function theory of complex variables associated
with estimates of functionals defined on the systems of non-overlapping domains. In particular, we
strengthen some known result in this subject.
Робота присвячена дослiдженню екстремальних задач геометричної теорiї функцiй комплекс-
ної змiнної, пов’язаних з оцiнками функцiоналiв, заданих на системах неналягаючих областей.
Зокрема, основна увага придiляється посиленню деякого вiдомого результату у данiй тематицi.
В настоящее время задачи об экстремальном разбиении занимают значительное место
в геометрической теории функций комплексного переменного и имеют богатую историю
(см., например, [1–17]). Впервые экстремальные разбиения рассматривались при получе-
нии оценок произведения степеней конформных радиусов неналегающих областей. Эта
тематика восходит к статье М.А. Лаврентьева 1934 года [1] и впоследствии развивалась в
работах многих авторов (см., например, [2–17]). Следует отметить, что важным элементом
исследования экстремальных задач являются глубокие результаты теории квадратичных
дифференциалов, описывающие локальную и глобальную структуру их траекторий [3].
Пусть N, R – множество натуральных и вещественных чисел соответственно, C – ком-
плексная плоскость, C = C
⋃{∞} – ее одноточечная компактификация, R+ = (0,∞).
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Пусть r(B, a) – внутренний радиус области B ⊂ C, относительно точки a ∈ B (см., напри-
мер, [5, с. 14; 7, с. 71; 8, с. 30]).
Пусть n ∈ N, n > 2. Систему точек An :=
{
ak ∈ C : k = 1, n
}
назовем n-лучевой , если
|ak| ∈ R+ при k = 1, n, 0 = arg a1 < arg a2 < . . . < arg an < 2pi.
Введем обозначения Pk = Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1}, θk := arg ak, an+1 :=
a1, θn+1 := 2pi, αk :=
1
pi
arg
ak+1
ak
, αn+1 := α1, k = 1, n,
n∑
k=1
αk = 2.
Данная работа базируется на применении кусочно-разделяющего преобразования, раз-
витого в [4, с. 48 – 50; 5, с. 27 – 30; 8, с. 120].
Целью данной работы является получение точных оценок сверху для функционала
следующего вида:
Jn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1
r (Bk, ak) , (1)
где γ ∈ R+, An = {ak}nk=1 – n-лучевая система точек, расположенная на единичной окруж-
ности, B0, B∞, {Bk}nk=1 – совокупность неналегающих областей, ak ∈ Bk, k = 0, n,∞ ∈ B∞.
При γ = 1
2
и n ≥ 2 оценка для функционала (1) для системы неналегающих областей
была найдена В.Н. Дубининым [4, с. 59] методом симметризации. Г.В. Кузьмина [6, с. 267]
усилила результат работы [4] и показала, что данная оценка справедлива при γ ∈
(
0, n
2
8
]
,
n ≥ 2. Заметим, что при n = 2 оценка для функционала (1) работы [6] в точности совпадает
с оценкой работы [4]. В работе [17] получена оценка функционала (1) для γ ∈ (0, 3
5
]
.
В данной работе получено усиленную оценку функционала (1) для значения n = 2.
Теорема 1. Пусть 0 < γ ≤ γ2, γ2 = 0, 65. Тогда для любой 2-лучевой системы точек
A2 = {ak}2k=1 такой, что |ak| = 1, k ∈ {1, 2} и любого набора взаимно непересекающихся
областей B0, B1, B2, B∞ (a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C ),
справедливо неравенство
[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ r (B1, a1) r (B2, a2) 6
6 [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ r (Λ1, λ1) r (Λ2, λ2) , (2)
где области Λ0, Λ∞, Λ1, Λ2 и точки 0, ∞, λ1, λ2 — круговые области и соответственно
полюсы квадратичного дифференциала
Q(w)dw2 = −γw
4 + (4− 2γ)w2 + γ
w2(w2 − 1)2 dw
2. (3)
Доказательство теоремы 1. Наши исследования основаны на применении разделя-
ющего преобразования (см., например, [4, с. 48; 5, с. 27 – 30; 8, с. 120 – 124; 7, с. 87 – 92]).
Аналогично [7, с. 261], рассмотрим систему функций ζ = pik(w) = −i
(
e−iθkw
) 1
αk ,
k ∈ {1, 2}. Пусть Ω(1)k , k ∈ {1, 2}, обозначает область плоскости ζ , полученную в резуль-
тате объединения связной компоненты множества pik(Bk
⋂
P k), содержащей точку pik(ak),
со своим симметричным отражением относительно мнимой оси. В свою очередь, через
Ω
(2)
k , k ∈ {1, 2}, обозначаем область плоскости Cζ , полученную в результате объединения
связной компоненты множества pik(Bk+1
⋂
P k), содержащей точку pik(ak+1), со своим сим-
метричным отражением относительно мнимой оси, Bn+1 := B1, pin(an+1) := pin(a1). Кроме
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того, Ω
(0)
k будет обозначать область плоскости Cζ , полученную в результате объедине-
ния связной компоненты множества pik(B0
⋂
P k), содержащей точку ζ = 0, со своим сим-
метричным отражением относительно мнимой оси. Семейство {Ω(∞)k }2k=1 является резуль-
татом разделяющего преобразования произвольной области B
∞
относительно семейств
{Pk}2k=1 и {pik}2k=1 в точке ζ = ∞. Обозначим pik(ak) := ω(1)k , pik(ak+1) := ω(2)k , k ∈ {1, 2},
pin(an+1) := ω
(2)
n .
Из определения функций pik вытекает, что
|pik(w)− ω(1)k | ∼
1
αk
|ak|
1
αk
−1 · |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,
|pik(w)− ω(2)k | ∼
1
αk
|ak+1|
1
αk
−1 · |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,
|pik(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.
Тогда, используя соответствующие результаты работ [4, с. 54; 5, с. 29], имеем неравенства
r (Bk, ak) 6

r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k−1, ω
(2)
k−1
)
1
αk
|ak|
1
αk
−1 · 1
αk−1
|ak|
1
αk−1
−1


1
2
, (4)
k = 1, 2, Ω
(2)
0 := Ω
(2)
n , ω
(2)
0 := ω
(2)
n ,
r (B0, 0) 6
[
2∏
k=1
rα
2
k
(
Ω
(0)
k , 0
)] 12
, (5)
r (B
∞
,∞) 6
[
2∏
k=1
rα
2
k
(
Ω
(∞)
k ,∞
)] 12
. (6)
Условия реализации знака равенства в неравенствах (4) – (6) полностью описаны в теореме
1.9 [5, с. 29]. На основании этих соотношений получаем неравенство
J2(γ) 6
2∏
k=1
(
r
(
Ω
(0)
k , 0
)
r
(
Ω
(∞)
k ,∞
))γα2k
2 ×
×

r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
(
1
αk
)2
(|ak||ak+1|)
1
αk
−1


1
2
.
Далее, учитывая методы работ [7, с. 262; 9, с. 300; 11, с. 871], из последнего соотношения
имеем
J2(γ) 6 4
(
2∏
k=1
αk
)
×
3
×
2∏
k=1


r
(
Ω
(1)
k , ω
(1)
k
)
· r
(
Ω
(2)
k , ω
(2)
k
)
(
|ak|
1
αk + |ak+1|
1
αk
)2 (r (Ω(0)k , 0) r (Ω(∞)k ,∞))γα2k


1
2
,
|ω(1)k | = |ak|
1
αk , |ω(2)k | = |ak+1|
1
αk , |ω(1)k − ω(2)k | = |ak|
1
αk + |ak+1|
1
αk . Каждое выражение,
стоящее в фигурных скобках последнего неравенства, является значением функционала
Kτ = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]τ
2 · r (B1, a1) r (B2, a2)|a1 − a2|2 (7)
на системе неналегающих областей {Ω(0)k ,Ω(1)k ,Ω(2)k ,Ω(∞)k }, и соответствующей системе то-
чек {0, ω(1)k , ω(2)k ,∞} (k ∈ {1, 2}). Оценка функционала (7), в случае фиксированных по-
люсов, была найдена впервые В.Н. Дубининым [4, 14], затем – Г.В. Кузьминой [12], Е.Г.
Емельяновым [13], А.Л. Таргонским [15].
На основании теоремы 4.1.1 [7, с. 167] и инвариантности функционала (7) получаем
оценку
Kτ 6 Φ(τ), τ ≥ 0,
где Φ(τ) = τ 2τ
2 · |1− τ |−(1−τ)2 · (1 + τ)−(1+τ)2 . Тогда
J2(γ) 6 4 ·
(
2∏
k=1
αk
)[
2∏
k=1
Φ(τk)
]1/2
6 (8)
6
4
γ
·
[
2∏
k=1
(
τ
2τ2
k
+2
k · |1− τk|−(1−τk)
2 · (1 + τk)−(1+τk)2
)] 12
,
где τk =
√
γ · αk, k = 1, 2.
Рассмотрим подробнее функцию
Ψ(x) = x2x
2+2 · |1− x|−(1−x)2 · (1 + x)−(1+x)2 .
Ψ(x) – логарифмически выпуклая на промежутке [0, x0], где x0 ≈ 0, 88441, Ψ(x0) =
0, 07002. На промежутке [0, x1] (x1 ≈ 0, 58142 – точка максимума функции Ψ(x), Ψ(x1) ≈
0, 08674) функция возрастает от значения Ψ(0) = 0 до Ψ(x1), и убывает на промежутке
(x1,∞].
Далее, применяя к функции Ψ(x) идеи работ [16,17] и некоторые дополнительные рас-
суждения, мы получаем утверждение теоремы 1.
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